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Das Bild eines Gitters im Quadrat —3/2 < R(z), 3(z) < 3/2 unter der GauBschen Funktion e~=".

Aufgabe 1 (Integralberechnung mit dem Residuensatz)
Berechne die folgenden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:
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Aufgabe 2 (Holomorphe Logarithmen und Wurzeln)
Sei U C C offen und sternformig, d. h. es existiere ein zy € U derart, dass fiir jedes z € U die Verbin-
dungsgerade [zg, z] ganz in U enthalten ist. Sei nun f: U — C holomorph und nullstellenfrei.

e Sei A € C so gewihlt, dass f(z9) = exp(A) gilt. Zeige, dass
!
o) = [ Lacea
[z0,%] f

in U eine holomorphe Funktion mit
f(2) = exp(g(2))

definiert. Man nennt eine derartige Funktion einen holomorphen Logarithmus von f in U.




e Eine holomorphe Funktion w: U — C heifit holomorphe n-te Wurzel von f in U, falls w(z)" = f(z)
fiir alle z € U gilt. Zeige, dass f in U genau n verschiedene n-te Wurzeln besitzt.

Aufgabe 3 (Satz von Rouché)
Sei U C C offen, seien f,g: U — C holomorph und sei Dg(a) eine offene Kreisscheibe mit Dg(a) C U.
Gilt dann
1f(z) = 9(2)] < lg(2)]

fiir alle z € Dg(a), so haben f und g in Dg(a) die gleiche Anzahl von Nullstellen (gezéhlt mit Vielfach-
heit). (Tipp: Betrachte die Hilfsfunktionen h;(z) = f(z) + t(9(z) — f(2)) mit ¢ € [0,1].)

Aufgabe 4 (Satz von Hurwitz)
Sei U C C offen und f,,: U — C eine Folge holomorpher Funktionen, die in U gleichméflig gegen f kon-
vergiert. Sei ferner Dg(a) C U eine abgeschlossene Kreisscheibe auf deren Rand f nirgends verschwinde.
Zeige, dass eine natiirliche Zahl ng existiert, sodass die Anzahl der Nullstellen (gezdhlt mit Vielfachheit)
von f, in Dg(a) fir alle n > ng mit der von f iibereinstimmt.

*Aufgabe 5 (Das GauBsche Fehlerintegral)
Sei a eine Quadratwurzel aus 7¢ und sei

—22

h(z) = T o2

Zeige, dass h(z) — h(z + a) = e~ gilt und folgere daraus mit dem Residuensatz

o0 2
/ et dt = /7.
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