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Einige Zeichen und Konventionen:

IN:={1,2,3,4,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen

Ny == NU{0}{0,1,2,3,4,...}

Z:={...,-2,-1,0,1,2,3,4,...} — Die Menge der ganzen Zahlen
Q — Die Menge der rationalen Zahlen

R — Die Menge der reellen Zahlen

P:={2,3,5,7,11,...} — Die Menge der Primzahlen

>~ — Summenzeichen, also z.B. Y jx; =xo+x1+ ... + 2y

[T - Produktzeichen, also z.B. [} qz;i = 2o -1 ... 2y

Ein leeres Produkt ist gleich 1, eine leere Summe 0.

kKK

Am Freitag, den 27.09., gibt es anstelle der Vorlesung eine Studienbera-
tung und Informationen zum Thema Auslandsstudium durch Herrn Dr.
Thoralf Résch.



Die folgenden Aufgaben sind fiir Dienstag, den 17.09., vorzubereiten:

Aufgabe 1: Es seien A und B Aussagen. Wir definieren neue Aussagen
AANB,AV B,—-A: Die Aussage A A B ist genau dann wahr, wenn die beiden
Aussagen A und B wahr sind, die Aussage AV B ist genau dann wahr, wenn
mindestens eine der beiden Aussagen A und B wahr ist und die Aussage —A
ist genau dann wahr, wenn A falsch ist. Fertigen Sie Wahrheitstafeln fiir die
Aussagen

(i) ANB,AV B und —A4,
(ii) (=B) = (=4),
(iii) =~((=B) A A)
an.
Aufgabe 2: Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:
(i) Firn > 1 gilt

Zn:kg B nQ(n + 1)2
k=1 4

(ii) Fiir n > 3 gilt

Aufgabe 3: Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle
n € IN und alle ¢ € R, q # 1, gilt

Folgern Sie hieraus fiir a,b € R
n—1
a® —b"=(a—-0) Zakbn_l_k.
k=0

Was ergibt sich fiir n = 27



Die folgenden Aufgaben sind fiir Mittwoch, den 18.09., vorzubereiten:

Aufgabe 4: (Binomialkoeffizienten)

Die Fakultat n! ist fiir n € INg rekursiv definiert durch 0! := 1 und n! :=
n - (n — 1)I. Weiter definieren wir fiir m € INg und k € {0,1,2,...,m} den
Binomialkoeffizienten () (lies: m iiber k) durch

Zeigen Sie fiir m € INg und k € {0,1,2,...,m} die folgenden Aussagen
() () = (n"s):
ss m—+1 m m
(ii) (k—t1> = (k;+1) + (k)
Bemerkung: Hier setzen wir (m’il) = 0.
(i) () € IN.
Aufgabe 5: Es sei n € IN. Zeigen Sie:
(i) Fir a,b € R gilt:
(a+b)" = i (n) akpnF
f .
k=0
Diese Aussage bezeichnet man als den binomischen Lehrsatz.

(ii) Folgern Sie aus (i): Fiir k € {0,...,n} gilt (}) < 2"

Aufgabe 6:

(i) Zeigen Sie, dass sich jede ungerade Zahl n > 3 als Differenz von zwei
aufeinanderfolgenden Quadratzahlen darstellen 148t.

(ii) Bestimmen Sie alle Darstellungen der Zahlen 15, 19, 27 als Differenz
von zwei (nicht notwendigerweise aufeinanderfolgenden) Quadratzah-
len.

Bemerkung: Geben Sie ein Argument an, warum Sie wirklich alle
Darstellungen gefunden haben.



(iii) Zeigen Sie, dass eine ungerade Zahl n > 3 genau dann Primzahl ist,

wenn sie nur eine Darstellung als Differenz von zwei Quadratzahlen
besitzt.
Hinweise: Beachten Sie, dass hier eine Aquivalenz zu zeigen ist, d.h.
Sie miissen zum einen zeigen, dass jede Primzahl nur eine Darstellung
besitzt, und zum anderen, dass jede zusammengesetzte Zahl minde-
stens 2 Darstellungen besitzt. Bei beidem sind die binomischen For-
meln duferst hilfreich.



Die folgenden Aufgaben sind fiir Donnerstag, den 19.09., vorzubereiten:

Aufgabe 7: Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n gilt:

(i) 3|n3 + 2n,
(ii) 7|2%" — 1,
(iii) 3|2 + (—1)"*L.

Tipp: Betrachten Sie a,4+1 — a,, wobei a, jeweils der Ausdruck rechts vom
| ist.

Aufgabe 8: Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Beweisen Sie:
(i) nl p_y b,
(i) n? Yp_, K,
(iii) n2| S, k™.

Tipps zu (iii) : Esist 2) k" =) (k"+(n—k)") (Warum?). Wenden
Sie dann den binomischen Lehrsatz an.

Aufgabe 9: Es seien a,b,c¢,d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zeigen Sie:

(i) Jede 6-stellige Zahl der Form abcabe ist durch 7, durch 11 und durch
13 teilbar.

(ii) Jede 8-stellige Zahl der Form abedabed ist durch 73 und 137 teilbar.



Die folgenden Aufgaben sind fiir Freitag, den 20.09., vorzubereiten:

Aufgabe 10:

(i) Es scien n,m € Z und d := ggT(n,m). Zeigen Sie: ggT (5, %) = 1,
d.h. 7 und 7 sind teilerfremd.

(ii) Bestimmen Sie ein Tupel (z,y) ganzer Zahlen, so dass

4641z 4 6615y = 105.

Aufgabe 11: (Die Fibonacci—Zahlen)

Eine Folge (oder genauer eine reelle Zahlenfolge) ist nichts anderes als eine
Abbildung der natiirlichen Zahlen in die reellen Zahlen, also eine Abbildung
f:IN — R. Statt f(n) schreibt man aber gerne f, und fiir die Folge dann
(fn)new oder kiirzer (fy,).

Die Folge (fn)nen der sog. Fibonacci—Zahlen ist rekursiv definiert durch
die Vorschrift f; := 1, fo := 1 und f,, := fn1 + fan_o fiir n > 3. Weiter
seien a := (1 4+ v/5) und b := 1(1 — v/5), so dass a und b offensichtlich die
Losungen der quadratischen Gleichung 22 — x — 1 = 0 sind. Zeigen Sie, dass

fir alle n € IN gilt:
1
n = —=(a" —b").
= B =

Aufgabe 12: Es bezeichne 7(n) die Anzahl der positiven Teiler der natiirli-
chen Zahl n und v,(n) die Vielfachheit von p in n, also den Exponenten der
Primzahl p in der Primfaktorzerlegung von n.

(i) Zeigen Sie: 7(n) = [] (vp(n)+1).
peP

(ii) Bestimmen Sie alle Vielfachen von 12 mit genau zwei Primteilern und
genau 14 Teilern.

(iii) Bestimmen Sie alle Vielfachen von 30 mit genau 30 Teilern.



Die folgenden Aufgaben sind fiir Montag, den 23.09., vorzubereiten:

Aufgabe 13:

(i) Es seien my,...,my € Z paarweise teilerfremd, m :=mg - ... -my und
a,b € 7. Zeigen Sie:

a=b(modmy) fir {=1,...,k <= a=b(modm)

(ii) Falls fiir a;,b; € Z die Kongruenzen
a; =b; (modm) firi=1,...,n

giiltig sind, so gilt auch

Zn:ai = zn:bi (modm)
i=1 =1

I
i=1

ﬁ b; (modm).
i=1

Aufgabe 14: (Teilbarkeitskriterien)
Es sei a = > p_qak - 10* die Dezimalentwicklung der Zahl a € IN und
$:= Y p_ ak ihre Quersumme. Zeigen Sie mit der vorhergehenden Aufgabe:

3la < 3s
99a <« 9s.
Gibt es eine dhnliche Regel fiir die Division durch 117
Aufgabe 15: (Der kleine Satz von Fermat)
(i) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Z und Primzahlen p
(a+b)P =a? + b’ (modp)

gilt. Was gilt also (induktiv) fiir (a1 + a2 + ... + a,)P?
Tipp: Uberlegen Sie sich, dass (i) =0 (mod p) fiir 1 <k <p-—1ist,
und wenden Sie den Binomischen Lehrsatz an.

(ii) Folgern Sie hieraus: Fiir alle a € Z gilt a” = a (mod p).

Hinweis: Man betrachte zunichst den Fall ¢ > 0 und fiithre dann den Fall
a < 0 auf diesen zuriick. Dabei unterscheide man die Fille p = 2 und p
ungerade.



Die folgenden Aufgaben sind fiir Dienstag, den 24.09., vorzubereiten:

Aufgabe 16:

(1)

(i)

(iii)

Zeigen Sie, dass M), := 2* — 1 hochstens dann eine Primzahl ist, wenn
k eine Primzahl ist.
Tipp: Aufgabe 3.

Es seien p und ¢ ungerade Primzahlen. Zeigen Sie: Ist p ein Primteiler
von M, (also 2¢ =1 mod p), so gilt p=1 mod gq.
Tipps: Kleiner Satz von Fermat. Man betrachte dann den ggT' (¢, p —

1).

Der kleinste mogliche Primteiler von Mos; ist also 503. Zeigen Sie, dass
503 tatséchlich ein Teiler von Mssq ist.

Tipp: Dieser Aufgabenteil, der natiirlich unabhéngig von (i) und (ii)
gelost werden kann, ist mit etwas Rechenarbeit verbunden. Was ist
2252 modulo 5037

Bemerkung: Primzahlen der Form M, = 2P — 1 nennt man Mersenne-
Primzahlen. Die grofite bekannte Mersenne-Primzahl (und die grofite be-
kannte Primzahl {iberhaupt) ist zur Zeit Ms7.8s5161. Dies ist die 48. ge-
fundene Mersenne-Primzahl. Sie hat 17.425.170 Ziffern. Zur Zeit sind auch
48 Mersenne-Primzahlen bekannt. Beim Vorkurs 2010 waren 47 Mersenne-
Primzahlen bekannt. Die groite damals bekannte Mersenne-Primzahl war
aber die 45. gefundene Mersenne-Primzahl, da die 46. und die 47. gefunde-
nen MP kleiner als die 45. waren. (Quelle: http://www.mersenne.org; Stand:
16.08.2013 ).

Aufgabe 17: (Goldbachs Beweis des Satzes von Euklid)
Fiir n € INg sei F, := 22" + 1 die sogenannte n—te Fermat-Zahl.

(i)
(i)

(iii)

n—1
Zeigen Sie, dass F,, —2 = [ F; fiir alle n € IN gilt.
i=0

Folgern Sie hieraus, dass fiir je zwei 4,7 € IN mit ¢ # j die Zahlen F;
und Fj teilerfremd sind, dass also ggT(F;, F;) = 1 ist.

Folgern Sie hieraus, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Bemerkung: Es ist per definitionem a®” = a(*").

Aufgabe 18: (Aus einem chinesischen Rechenbuch)
Eine Bande von 17 Raubern stahl einen Sack mit Goldstiicken. Als sie ihre



Beute in gleiche Teile teilen wollten, blieben 3 Goldstiicke iibrig. Beim Streit
dariiber, wer ein Goldstiick mehr erhalten sollte, wurde ein Réuber erschla-
gen. Jetzt blieben bei der Verteilung 10 Goldstiicke iibrig. Erneut kam es
zum Streit, und wieder verlor ein Rduber sein Leben. Jetzt liess sich endlich

die Beute gleichméfig verteilen. Wie viele Goldstiicke waren mindestens im
Sack?



Die folgenden Aufgaben sind fiir Mittwoch, den 25.09., vorzubereiten:

Aufgabe 19: Priifen Sie auf Assoziativitdt und Kommutativitét:

(@Q,©)  mit 20y = = ; i
(Zv _)
(IN, %) mit x *y = ¥
(IN, ) mit Ay ==z
({-1,0,1},9) mit 2Qy := z - y® (Verkniipfungstafel)
Aufgabe 20:
E3
i d
El E2

€
Wir betrachten die Deckbewegungen des gleichseitigen Dreiecks Fh Fo Fs:

D1y Drehung um 120 Grad (entgegen dem Uhrzeigersinn)
Doyg Drehung um 240 Grad
Dy Drehung um 0 Grad
We, Wq, Wy Wendungen um die entsprechende Achse

Die drei Achsen ¢, d, f sind nicht Teil des Dreiecks und bleiben bei allen
Bewegungen fix.

Stellen Sie eine Verkniipfungstafel fiir ({ Do, D120, D240, We, Wa, Wy}, %) auf,
wobei * die Hintereinanderausfithrung der Deckbewegungen sei. Suchen Sie
in der Tafel neutrale und inverse Elemente. Untersuchen Sie die Verkniipfung
auf Kommutativitat.

10



Aufgabe 21: Es seien a,b,c,d € R. Ein Schema

a b
c d
bezeichnet man als (zweireihige) Matrix (reeller Zahlen). Die Menge aller

zweireihigen Matrizen reeller Zahlen bezeichnen wir mit Ms(IR). Die Deter-
minante dieser Matrix ist gegeben durch

a b
det(c d)—ad—bc.

Zwei Matrizen

My = (al Zl> und My = <a2 b2>
Cc1 1 co da

sind genau dann gleich, wenn a; = ag,b; = b2, c; = co und d; = ds ist. Fiir
zwei Matrizen M7 und My wie zuvor sei das Produkt der Matrizenmultipli-
kation definiert durch

My My = <a1a2 +bico arbs + b1d2> ‘

craz +dica  c1ba + dids
Zeigen Sie:

(i) (M2(R),-) ist assoziativ, aber nicht kommutativ. Es existiert ein neu-
trales Element, aber nicht jedes Element besitzt ein Inverses.

(11) Fir My, M> € MQ(IR) gﬂt det(M1 . Mz) = det M7 - det Ms.

Falls Thnen die vorstehende Aufgabe zu langweilig ist:

Aufgabe 22: Sind ag,ay,...,a, feste ganze Zahlen, so nennt man eine
Funktion der Art f: R — R,z — ag + a1z +asx’ + ... +apa” = Yoo a;z’
(hier ist 2° = 1 fiir alle # € IR) eine Polynomfunktion vom Grad n mit
ganzzahligen Koeffizienten. Zeigen Sie, dass es keine solche Polynomfunktion
mit einem Grad grofler oder gleich 1 gibt, die alle natiirlichen Zahlen auf
Primzahlen abbildet.

Tipp: Ist f(j) = p eine Primzahl, so betrachte man f(j + kp) — f(j). Es
darf ohne Beweis benutzt werden, dass eine Polynomfunktion vom Grad n
hochstens n Nullstellen hat.
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Die folgenden Aufgaben sind fiir Donnerstag, den 26.09., vorzubereiten:

Aufgabe 23: Es bezeichne My(Z) die Menge aller zweireihigen Matrizen
ganzer Zahlen (d.h. a,b,c,d € Z) und T sei die Menge aller A € My(Z) mit
det A = 1. Zeigen Sie, dass (I, -) eine unendliche, nicht abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 24: In dieser Aufgabe darf ohne Beweis benutzt werden, dass v/2
irrational ist (Kennen Sie einen Beweis fiir diese Tatsache?). Wir betrachten
die folgende Teilmenge der rellen Zahlen IR:

K = {a+bV2]a,b € Q}.

Zeigen Sie, dass (K, +) und (K \ {0}, -) abelsche Gruppen sind, wobei + und
- die iibliche Addition bzw. Multiplikation auf den rellen Zahlen bedeutet.
Bemerkung: Wo wird die Irrationalitit von v/2 benutzt?

Wir wissen, dass Q und R Korper sind. Diese Aufgabe zeigt also, dass es
auch noch Koérper “dazwischen” gibt, denn Q C K C R.

Aufgabe 25: (Noch einmal Fibonacci—Zahlen)
Es bezeichne f,, die n—te Fibonacci-Zahl (vgl. Aufgabe 11).

(i) Zeigen Sie, dass fiir alle n € IN gilt:

<fn+2 fn+1> _ <1 1>n+1

fn+1 fn 10

(ii) Fiir alle m,n € IN gilt fo+n = fin—1fn + finfn+1. Man folgere hieraus,
dass fyn durch f,, teilbar ist.

(iii) fnfn+2 - (fn+1)2 = (_1)n+1'
Tipp: Aufgabe 21.
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