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Thema:
Intelligentes Uben im Mathematikunterricht - Ziele, Methoden und Beispiele nicht nur
fiir leistungsstarke Schiiler in der Sekundarstufe I.

1. Einleitung - Ziele

Bezug zu aktuellen (eigenen) Arbeiten:

Herausgeber und Autor von Schulbiichern fiir HS / RS

Lehrerausbildung S 1T/ I

PISA-Ergebnisse und Aufgabenmaterial zu KMK-Standards fiir den MU
Literatur:

MABSTAB / Faktor, WELT der ZAHL / Mathe aktiv

Aebli - Comenius — Weinert - Winter — Wittmann/Miiller —- Wynands ...

Intelligentes Uben verfolgt die Ziele:

* Festigen von Routinen in inner- und auBermathematischen Anwendungen,

* Entdecken mathematischer Beziechungen und Vernetzen von (Stoff-)Gebieten und oder
allgemeiner Regeln,

* Kommunikation iiber Erfahrungen und Entdeckungen mit mathematischen Argumenten in
addquater Form mit mathematischen Sprachmitteln.

Methoden und Beispiel hierzu findet man nicht erst seit PISA 2000. Spezielle Ergebnisse von
PISA-Studien fordern aber ein verstirktes Bemiihen auch um (vermeintlich)
leistungsschwache Schiiler der Sekundarstufe I.

2. Wozu intelligentes Uben im Mathematikunterricht?

Die Frage nach sinnvollem Unterricht und speziell nach Sinn und Umfang des Ubens in der
Schule scheint so alt zu sein wie die Schule selbst. Heinrich Winter [ Winter, 1991, S. 77]
zitiert Johann Amos Comenius (oder Komenzki, 1592-1670; GroBe Didaktik, herausgegeben
von A. Flitner, Pddagogische Texte, Klett-Cotta 1982), der zwei Griinde fiir den kirglichen
Erfolg der Schulen nennt: ,die Schulen geben sich zu sehr mit "Nebensichlichem und
Wertlosem ab” und der Unterricht trégt nicht der Tatsache Rechnung, dass die Menschen
vergesslich sind, vielmehr beim Lesen und Horen “Wasser mit einem Siebe' schépfen.

Damit mehr Sinn und Verstand den Mathematikunterricht bestimmen und nicht Kompetenzen
wie Wasser mit einem l6chrigen Sieb geschdpft werden, fordern wir — z. B. mit Comenius,
Winter, Wittmann [Wittmann, 1982], Neubrand [Neubrand, 1997] — intensives und hiufiges
Uben, das sich nicht nur auf Héren und Lesen beschrinkt, sondern eigenes Tun bewirkt, allein
oder in Partnerarbeit. Fiir unverzichtbar und gar nicht nebensichlich und wertlos halten wir
das Uben und Wiederholen von Basisfertigkeiten. Hierzu gehéren Kopfrechenfertigkeiten,
Runden auf 10er-Stufenzahlen (Zehnerpotenzen) und Rechnen mit diesen Zehnerpotenzen,
Kopfgeometrie, Verstehen ,,einfacher” Terme, Verstindnis fiir ,,GréBen* (MaBeinheiten und
Umwandlungsfaktoren) und Fertigkeiten (anti-) proportionale Zuordnungsaufgaben zu 15sen.
Die Expertise [Neubrand, 1997] zur ,Steigerung der Effizienz des mathematisch-
naturwissenschaftlichen Unterrichts“ betont vollig zu Recht, dass ,,in der Sekundarstufe



I die Verfahren des so genannten biirgerlichen Rechnens unverzichtbar® sind. Wenn
darauf nicht ausreichend geachtet wird, fehlen hiufig notwendige, entlastende Routinen, die
in ,h6heren Anforderungsbereichen“ das Erkennen von Zusammenhingen und
Verallgemeinerungen erleichtern und Reflexionen, Begriindungen und Beweise unterstiitzen
konnen.

Den Sinn solchen ,,reinen* oder ,,einfachen” Ubens und Wachhaltens von Basisfertigkeiten
betont z.B. Aebli in seinem Buch ,,Zwo6lf Grundformen des Lehrens*“ [Aebli, 1991, S.
242]: Solche ,,Ubung strebt die Bildung von Automatismen an* es sollen ,,rasche, sichere
aber stereotype Reaktionen trainiert werden. Aebli begriindet den daraus entstehenden
Nutzen in seinem Buch (S. 182-195) damit, dass nur durch diese Automatisierung die
gedankliche Beweglichkeit und Ubersicht geschaffen wird, so dass ,,neue Operationen in
hohere Zusammenhinge integriert werden kénnen“. Es soll auch nicht iibersehen werden,
dass es fiir manche Schiiler ein Erfolgserlebnis und emotional wichtig ist, Routinen
sicher, schnell und erfolgreich ausfithren zu kénnen.

Allerdings kann nach Aebli die ,;reine Ubung“ den Schiiler nicht befihigen, das in einer
bestimmten Situation erworbene und in &hnlichen Situationen geiibte Wissen auf neue
Situationen zu iibertragen. Von ,,intelligentem Uben* méchten wir sprechen, wenn nicht nur
Routinen als Selbstzweck gepflegt werden, sondern wenn dabei allgemeine Begriffe
,begreifbarer“ gemacht, Stoffgebiete vernetzt, neue Erkenntnisse entdeckt und begriindende
Kommunikation angestoBen werden. Ubungen erhalten damit einen hohen Stellenwert im
Mathematikunterricht, wenn sie nicht nur auf stures Repetieren von Schemata ausgerichtet
sind, die Langeweile erzeugen. Heinrich Winter [Winter, 1991, S. 78-79] weist darauf hin,
dass Uben und entdeckendes Lernen nicht entgegen sondern gleichgerichtet sein
konnen:

,,Uben und Entdecken haben auf den ersten Blick und nach landliufiger Meinung nicht
viel miteinander zu tun. Uben ist vorwiegend negativ belegt: es ist miihselig...
langweilig, immer wieder dasselbe... Entdecken wird entsprechend hoch positiv
bewertet ...“ Winter schreibt weiter: ,,Uben ist in zweierlei Hinsicht dem entdeckenden
Unterricht sogar inhérent: Einmal stellen das Erkunden eines Feldes und das Suchen
einer Losung Formen der intensiven immanenten Wiederholung, der Reaktivierung, der
Durchmusterung von Wissen dar. Umgekehrt haben Entdeckungen verfiigbares Wissen
und abrufbare Fertigkeiten zur Voraussetzung, Lernen ist immer nur Weiterlernen;
Entdeckungen sind umso wahrscheinlicher, je grofler und besser organisiert das
fachliche Vorwissen ist. Zum anderen ist eine durch Uben stabilisierte Leistungsfihigkeit in
emotionaler Hinsicht notwendig. Theoretische Neugier und der Mut zu Vermutungen
lassen sich wohl nur erhalten und befordern, wenn auch Lernzuwichse fiir den Schiiler
sichtbar werden, wenn er das Gefiihl hat, etwas zu konnen, und zwar sicher, geliufig
und willentlich herbeifiihrbar.“

Basisfertigkeiten sind unverzichtbarer Bestandteil eines intelligenten Wissens und Kénnens.
Intelligentes Uben kann ,,intelligentes Wissen“ im Sinne Weinerts aufbauen und wach halten.
Weinert [Weinert, 2000] fordert den Aufbau intelligenten Wissens als eines von 6
fundamentalen Bildungszielen:

"Intelligentes Wissen besitzen heifit also, ein Wissen besitzen, das bedeutungshaltig und
sinnhaft ist. Gut verstandenes Wissen ist ein Wissen, das nicht "eingekapselt" ist, nicht
tot im Gediichtnis liegt, nicht "verlotet" ist mit der Situation, in der es erworben wurde,
sondern das lebendig, flexibel nutzbar, eben intelligent ist."



Die hier folgenden Beispiele konkretisieren alte Forderungen u. a. von E. Wittmann nach
Aufgaben, Problemen und Problemfeldern zum ,aktiv-entdeckenden Lernen“
[Wittmann, 1982] als Kern fiir den konkreten Mathematikunterricht. Intelligentes Uben
in der Sekundarstufe I will eigenstindiges Denken fordern und die Zielrichtung des
»produktiven Ubens* von Wittmann und Miiller [Wittmann / Miiller, 1992] aufgreifen
und weiterfiihren auf der Basis von Grundfertigkeiten des Zahlens und Rechnens, von Form-
und MaBerfassung. Die angefiihrten Beispiele vernetzen Zahlen, Formen und Mafle. Sie
fordern auf zum Weiterdenken, um Muster oder Regeln zu erkennen und diese nach
Moglichkeit zu begriinden und dariiber mit anderen zu sprechen. Zu diesen Zielrichtungen
vgl. auch R. Bruder [Bruder, 2000, S. 12 ff ], T. Leuders [Leuders, 2005 ] und A. Wynands
[Wynands, 2005, S. 47-51].

3. Intelligentes Ubungsmaterial fiir alle Schiilerinnen und Schiiler anbieten!

Die Leistungbereiche in den deutschen Schulformen zeigen eine starke Uberlappung. Deshalb
sind herausfordernde Ubungen auch fiir Haupt- und Gesamtschiiler forderlich.
Daten hierzu aus PISA 2000 / 2003:

Uberlappung der PISA2000-Ergebnisse: HS,
GS, RS und GY

vgl. Baumert (2001), S. 180
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A. Wynands: Tag der Mathematik
ILF - Dudweiler, 28.09.2005



Perzentilvergleich in PISA 2000 und 2003 nach Schulformen
,Raum und Form* Pisa 2003, Abb. 2.21 S. 88
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Intelligentes Uben ist Teil eines ,,verstindnisvollen Lernens.

Verstandnisvolles Lernen - PISA 2003, Abb10.8 S. 318
- ..ist ein aktiver, individueller
Konstruktionsprozess, in dem Wissensstrukturen
verandert, erweitert, vernetzt, hierarchisch
geordnet oder neu generiert werden.
Entscheidend ist die aktive mentale Verarbeitung, die
sich in der handelnden Auseinandersetzung ....vollzieht.

- ... ist sinnstiftend, indem neue Zusammenhange
erschlossen werden, die Wissen organisieren

und ordnen. Dazu gehért, dass der Gegenstand ein
Mindestmaf an intellektueller und/oder praktischer
Bedeutung besitzt.

« ...istvon den individuellen kognitiven Voraussetzungen,
vor allem aber vom bereichsspezifischen Vorwissen
abhangig.

A. Wynands: Tag der Mathematik
ILF - Dudweiler, 28.09.2005

» Verstandnisvolles Lernen erfolgt trotz aller
Systematik stets auch situiert und kontextuiert.
Wissen wird in der Regel in sozialen Kontexten
erworben.... .

« Verstandnisvolles Lernen wird durch Motivation und
metakognitive Prozesse (z.B. Planung, Kontrolle,
Bewertung) reguliert.

« Verstandnisvolles Lernen wird durch kognitive
Entlastungsmechanismen unterstutzt. Dazu
ehoren die durch multiple Reprasentation
‘drderbare Herausbildung informationsreicher
Wissenseinheiten, die als Ganzes erinnert und
abgerufen werden kénnen (Chunks) sowie die
Automatisierung von Handlungsablaufen und

Denkvorgéangen.

A. Wynands: Tag der Mathematik
ILF - Dudweiler, 28.09.2005



4. Beispiele fiir ,,Reines“ Uben und Basiswissen

Es ist nicht im Sinne der Bildungsstandards, auf die Einiibung von Automatismen zu verzichten - wohl
aber, den oft sehr hohen Anteil eines kalkiilorientierten Arbeitens zu reduzieren oder in neue Bahnen
zu lenken. Zusammenhanglose Rechenaufgaben konnten vermehrt durch Sequenzen von Aufgaben
ersetzt werden, die nicht nur Rechenfertigkeit trainieren sondern auch noch den Blick auf
Zusammenhinge, GesetzméBigkeiten, Regeln, Methoden oder Begriffe richten.

Zunichst seien Beispiele fiir "kleine, einfache” Aufgaben genannt zum Uben spezieller
Basiskompetenzen - z. B. Kopfrechnen mit einziffrigen Zahlen und Zehnerpotenzen,
Uberschlagsrechnen, MaBumwandlungen — vgl. hierzu [Wynands / Neubrand, 2003]. Sie
sollten hiufig(er) im Mathematikunterricht bei ,,miindlichen” Konzentrationsiibungen und
Klassenarbeiten zur Wiederholung von weiter zuriickliegenden Stoffen Beachtung finden.

Auch diese Aufgaben sind geeignet, vernetztes Denken auszubilden. Bei allen guten Ideen
und Wiinschen darf aber besonders in der Hauptschule keine Uberforderung der Schiilerinnen
und Schiiler erfolgen. Frust und kontraproduktive Angste wiren absehbare Folgen. Deutlich
gesagt sei aber, dass sich die hier angegebenen Beispiele aus einem Unterrichtswerk fiir die
Hauptschule [Welt der Zahl, 2001-2004] nicht nur an die ca. 30% leistungsstarken
Schiilerinnen und Schiiler in der Hauptschule richten, deren mathematische Fahigkeiten
derjenigen in der Realschule oder im Gymnasium entspricht. Manche Schiilerinnen und
Schiiler werden gerade durch herausfordernde Aufgaben gefordert.

Zum Wachhalten technischer Fertigkeiten seien hier nur wenige Beispiele fiir die
Jahrgangsstufen 5/6 genannt, die sich auf Terme und "Grofien" beziehen.

1. Rechne aus, ordne die Ergebnisse der Grdffe nach, beginne mit der kleinsten Zahl:
4+2*3 (4+2)*3 4* (2+3) 4:(2-1) 4:2-1 4-2*¥0 (4+2:1)*0
2. Welche Grdfienangaben gehdoren zu Lingen, welche zu Flichen? Sortiere und ordne:
06 m 01 m’ 50 mm 80 cm’ 10 cm’ I dm’ % km 66 cm
Welche konkreten Gegenstdinde sind so grof3? Gib Beispiele hierzu an.
3.Arbeite mit diesen Lingenangaben:
305m, 905m, 195m, 95m, 550m, 650m, 450m, 915m, 805m, 85m.
a) Zwei Liingen sollen zusammen mindestens %2 km (hochstens 1,5 km) ergeben.
Schreibe alle passenden Lingenpaare auf.
b) Wie lang sind x gleiche Stibe, die zusammen so lang sind wie alle hier angegebenen
Liingen zusammen? Bestimme die Stablingen fiir verschiedene x-Werte.
4.Ergiinze Faktoren so, dass eine richtige Gleichung entsteht.
a)l0*6=5*_*_ p)I00*]5=25%_*3%* ) 9*%40=_*_*_*_
In den nachfolgenden Beispielen ist das Ausrechnen der angegebenen Aufgaben
,reine Pflichtiibung®, das Erkennen des Aufgabenmusters eine ,Kiir“ oder ein
Anreiz fiir Entdeckungen und deren Begriindung eine Herausforderung:

5.Rechne und kontrolliere. Ergdnze dhnliche Gleichungen.
a)9*11=10%10-1; 19*21=20%20-1; 29*31=30*30-1..

b) 9*1-1=8 9*21-1 =188 9*321-1 = 2888 9%4321- ...
6.a) Schau dir die Serie von Gleichungen an und kontrolliere. 1 =1
b) Setze die Serie fort um drei weitere Gleichungen. 4-1=1+2



c) Wie heipt die 10. Gleichung? Ist sie richtig? 9-4+1=1+2+3
d) Zeichne fiir beide Seiten der Gleichungen 16-9+4-1=1+2+3+4
Punktmuster. Tipp: links stehen ,, Quadrat “-Zahlen, rechts ,, Dreieckszahl

7. Kontrollier, erginze und priife weitere &hnliche Gleichungen.
(1+27 =P +2, (14243 =P +2+3, (1+2+3+4° =P +2+3°+4, ..

Mit diesen Aufgaben wird ein wichtiges Denkmuster fiir strategisches Arbeiten geiibt.
Wer frithzeitig den Blick fiir riickwirtsbezogenes (rekursives) und nach vorne orientiertes
(induktives oder iteratives) Arbeiten schérft, kann leistungsstarken Schiilern (ab der 7.
Klasse?) rekursives und iteratives Arbeiten nahe bringen und die Beweismethode der
,vollstindigen Induktion vor Augen fiihren. Wichtig dabei ist es, zunéchst statt mit
Variablen mit ,auffilligen oder ,signifikanten konstanten Zahlen zu arbeiten. Im
Riickblick werden dann gegebenenfalls die ,,signifikanten” Zahlen, die man auch ,,rot“
schreiben kann, durch Variablen ersetzt und ein allgemeines Gesetz oder eine Regel
formuliert. Man vergleiche hierzu den Beweis fiir die vorstehende Aufgabensequenz als
Vorschlag fiir ein Unterrichtsgespréch zum gefiihrten Entdecken in [Wynands, 2005].

5. Erprobte Aufgabenbeispiele fiir entdeckungs-offenes Uben

Die nachfolgenden Aufgabenbeispiele wurden in verschiedenen Schulformen und
Jahrgangsstufen erprobt. Wir betrachten die Zuordnung der Beispiele zu den
Bildungsstandards, gelungene Losungsideen und typische Fehler; ,,Losungshdufigkeiten sind
hier wegen der geringen Probandenanzahlen zweitrangig. Alle Aufgaben konnen zum
entdeckenden Lernen und intelligenten Uben oder auch zum Testen eingesetzt werden.
Partnerarbeit ist ebenso wie Einzelarbeit moglich und meistens erwiinscht. Bei der Erprobung
der vier ersten Aufgaben erwies sich Partnerarbeit bei vielen Probanden als vorteilhaft.
Besonders Schiiler mit mittleren bis guten mathematischen Leistungen profitierten davon,
dass Losungsideen ausgetauscht, verworfen oder weiter verfolgt werden konnten.

5.1 Zahlenmauern zum symbolisch, technisch, formalen Arbeiten

Die Zahlenmauern werden so gebildet, dass in den Stein, der iiber zwei Steinen liegt, das
Produkt der dortigen Zahlen geschrieben wird.

a) Fiille die (linke) Zahlenmauer vollstindig aus.

250 I | I

10 |25 | | |

[
= 15 [5 [2 | [2 [ e [¢ |

b) Die Zahl, die im oberen Stein erscheint, heif3t Zielzahl. Schreibe auf, wie du die Zielzahl fiir
die rechte Zahlenmauer berechnest, ohne die anderen Zahlen zu berechnen.

¢) Die Zielzahl ist 100 000 000, in der unteren Reihe sind alle Zahlen gleich. Wie heift die
Zahl in der unteren Reihe?

Anmerkungen:




Diese Aufgaben zur Leitidee L1 (Zahl) erfordern die Kompetenzen K4 (math. Darstellungen)
und K5 (umgehen mit mathematischen Symbolen, technischen Elementen). Teil a) erfordert
Basisfertigkeiten im Anforderungsbereich I, wie sie im Abschnitt 2 genannt sind. b) und c)
verlangen das Erkennen von Zusammenhédngen, Potenzschreibweise und ,,zielgerichtete
Probierstrategie” oder Riickwirtsrechnen (Anforderungsbereich II).

Die Aufgabentypen a) und c) sind mit ,,Summensteinen‘ statt ,,Produktsteinen* schon in der
Grundschule sinnvoll. Addition/Subtraktion und Multiplikation/Division im Bereich der
natiirlichen Zahlen sind und bleiben ,,gédngige Aufgaben im Mathematikunterricht. In b)
konnten auch mehrgliedrige Terme in der untersten Reihe stehen, womit dann vielfiltige
Ubungen zu Termnotationen entstehen. Partnerarbeit bietet sich an: P1 stellt Aufgaben, die
P2 16st und ggfl. seine Lésung gegen Einwénde von P1 verteidigt.

5.2 Verbindungsstibe zum Modellieren, Problemlésen und Kommunizieren

Aus Kugeln und Verbindungsstiben werden - wie in der Abbildung dargestellt - Wiirfel
gebaut. Bei drei Kugeln auf einer Kante ergibt

sich eine Gesamtzahl von 20 Kugeln. @

a) Bestimme die Gesamtzahl der Kugeln fiir zwei,
bzw. vier Kugeln auf einer Kante und

vervollstindige die Tabelle. &
@ @
clawal o)y ;g
& ]
Gesamtzahl der ®
20

Kugeln

L

b) Wie viele Kugeln werden bendtigt, wenn 100
Kugeln auf einer Kante befestigt sind. Schreibe auf, wie du rechnest.

Anmerkungen:

Ausgehend von Einfiihrungsiibungen in a) soll in b) eine Zéhlstrategie entwickelt und durch
einen Rechenweg (Term) aufgeschrieben werden. Der Term zeigt, ob man die mathematische
Sprache mit Vorrangregeln (fiir Klammern und Punkt-vor-Strich-Rechnung) beherrscht.
Solche Ubungen mit Punktmustern kénnen schon in der Grundschule eingesetzt und héufig in
der Sekundarstufe I zur Erarbeitung von Termnotationen, Entdeckung von Symmetrien in der
Geometrie und deren arithmetische Folgerungen, d.h. zur Vernetzung von Arithmetik /
Algebra mit Geometrie gepflegt werden - vgl. [Wynands, 2005]. Zur Uberpriifung von
Leistungsfihigkeiten in allen Kompetenzen bieten sich derartige Aufgaben an, speziell zum
Modellieren (K3), Problemlésen (K4) und Kommunizieren (K6), da der Proband seinen
Losungsweg in b) dokumentieren soll.

Beispiele fiir Losungsprotokolle:
(1) 100*4 =400, 89 *8 =784 also K =400 + 784 = 1184,

(@)K =8+12%(100-2),  (3) K=12*100- 16, (4 K = 4*100 + 8*08,
(5) K = (200 +196)*2 + 2*100 — 8, (6) 100 + 99+99+98+99+99+98+99+99+98+98+98.




Verbliifft hat uns die folgende Rechnung, bei der in der Tabelle fiir 4 Kugeln je Kante schon
das Ergebnis 32 stand. Es folgte eine Kette von (rekursiv richtigen) Rechenschritten:

5--32+12=44; 6-- 44+12 =56; 7-- 56+12 = 68; 8-- 68+12 = 80;

9-- 80+12=92; 10--92+12=104; ..... (hier war eine Liicke, dann folgte das Ergebnis)
90*12 + 104 =1184.

Bei der Gesamtzahl 1184 fiir 100 Kugeln je Kante wurde offensichtlich das Zwischenergebnis

von 104 Kugeln fiir 10 auf jeder Kante strategisch klug genutzt.

Der Weg, d. h. die Modellierung, nicht das Zahlenergebnis (1.184) ist das Ziel dieser Ubung!
Die Analyse typischer falscher Rechenwege ermdglicht eine Therapie fiir falsche
Modellierungen:

(1) K=12*98; (2) K=12*100 — 6*8; (3) 400 pro Fliche, 6*400 = 2400; (4) 4*100 + 4*98;
(5)11*99 + 100; (6) 12*100 — 8; (7) 10*100; 8*100 und einen ,Dreisatz*: (8) 3 Kugeln —
20; 1 Kugel —20/6; 100 Kugeln —20/6 * 100 = 666,6.

5.3 Diagonalen = zum Problemlésen und Argumentieren

In das Fiinfeck sind alle 5 Diagonalen eingezeichnet.
Erginze in der folgenden Tabelle die Anzahl der
Diagonalen der angegebenen konvexen Vielecke:

Drei | Vier | Fiinf | Sech | Sieben | Acht | Zwolfe
eck |eck |eck |seck |eck eck |ck
5

Beschreibe, wie du die Anzahl der Diagonalen im Zwolfeck gefunden hast.

Anmerkungen:

Diese Aufgabe vernetzt die Leitideen Zahl (L1) und Raum und Form (L3). Als Einstieg in die
»Formkunde* ebener (regelmiBiger) Vielecke ist sie ebenso geeignet wie zur Einiibung
systematischer Zahlverfahren, speziell der Entwicklung rekursiver oder iterativer Methoden.
Als Testaufgabe ist das Problem-Beispiel fast zu ,,schade®; es eignet sich viel besser zum
eigenstindigen Entdecken und Begriinden, wofiir man in der Klasse mehr Zeit lassen und
Partnerarbeit ermdoglichen sollte. Eine Losungsformel, mit der man schnell die gesuchte
Anzahl von Diagonalen berechnen kann, sollte ein lohnendes Ziel fiir weiterfiihrende
Uberlegungen sein. Die Schwerpunkte liegen hier bei K2 (Problemlésen) und K1
(Argumentieren). Die Anzahl aller Diagonalen im Zwélfeck zu bestimmen, erfordert eine
Strategie. Diese kann sich zwar auf vorangehende einfachere Fille stiitzen, bedarf aber einer
Reflexion der gelosten Fille und einer Verallgemeinerung. Der letzte Teil der Aufgabe
erfordert deshalb das Arbeiten auf dem Anforderungsniveau III. Die Aufgabe kann dem
Problemkreis ,,2 aus n moglichen herausgreifen zugeordnet werden. Schiilergemife
Einkleidungen hierzu sind: ,,Wie viel Spiele gibt es, wenn jeweils 2 von n (18 in der Fuflball-
Bundesliga) Mannschaften gegeneinander spielen sollen? oder ,Jeder schiittelt jedem die
Hand ...“. Die Modellierung solcher Probleme kann zu grafischen Darstellungen in n-Ecken
fiihren.



Erfahrungen / Ergebnisse:
In den beiden o. g. 8.Gymnasialklassen | Seck= 5=2+2+1

mit 40 Probanden fiillten die Tabelle | 6eck= 9=3+3+2+1

bis zum Achteck 19 Probanden richtig | 7eck=14=4+4+3+2+1
aus. Die Anzahl (54 ) der Diagonalen | 8eck= 20=5+5+4+3+2+1
im Zwéolfeck fanden 9 Probanden des
Tests.

Vier richtige Losungen waren sehr | .
Klar strukturiert, eine davon zeigt das | 12eck=54=9+9+8+7+6+5+4 +3+2+1
nebenstehende Arbeitsprotokoll:

Das erste Gleichheitszeichen im Losungsprotokoll ist zwar falsch gewihlt, sein Sinn aber
verstiandlich; es wurde als ,,verzeihlicher Fehler akzeptiert.

Ganz anders arbeiteten und notierten zwei weitere Probanden. Die Tabelle der
Aufgabenstellung wurde ,,liickenlos“ bis zum Zwdlfeck um eine Zeile ergénzt:

3- 4- 5- 6- 7- 8 9- 10- 11- 12-Eck
0 2 5 9 14 20 27 35 44 54 (Anzahl der Diagonalen)
+2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 +10 ( so viele kommen jeweils hinzu)

Ein anderer Losungsweg wurde so notiert: 11+10+9+8+ ... +2+1 — 12 = 54.
Zu allen Losungen und Versuche wurden Handskizzen angefertigt.

5. 4 Sechsecke  zum Probleml6sen und Argumentieren

a) Du erkennst 6 gleiche | b) Aus dem Sechseck werden wie in der Zeichnung
Innenwinkel o«  Finde rechtwinklige Dreiecke ausgeschnitten. Ubrig bleibt ein
heraus, wie grofi jeder | Stern. Zeichne dieses Bild! Wie kannst du die

von ihnen ist. Begriinde rechtwinkligen Dreiecke konstruieren?
dein Vorgehen. Wie grofs ist der Winkel B an der Spitze eines Sterns?
Anmerkungen:

Auch diese Aufgabe dient mehr einer auf Entdeckung gerichteten Ubung als Testzwecken.
Hauptsichlich werden die Kompetenzen K1 (Argumentieren) und K2 (Problemldsen)
gefordert. Die Aufgabe ist gedacht ab Klasse 7 im Anschluss an die Behandlung einfacher
Winkelsétze (Winkelsumme im Dreieck, Basiswinkelsatz). Dort dient sie zur Vertiefung und
Vemetzung. Teil a) bereitet die Bearbeitung von Teilaufgabe b) vor. In sehr guten Klassen
konnte man also auf a) verzichten. Beziehungen zwischen Winkeln im regelméBigen
Sechseck miissen entdeckt werden. Die Konstruktion des Sterns ist auf verschiedene Weisen
moglich. Dieser Teil von b) ist also fiir Konstruktionsmethoden ,,offen* — mit Thalessatz, mit
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Mittelsenkrechten zu den Sechseckseiten, mit Dreieckskonstruktion (w,s,w) = (45°, Seite,
45°).

5.5 Pyramidenbau ~ zum Modellieren, Argumentieren und Kommunizieren
- Beispiel fiir eine Aufgabensequenz mit zunehmender Komplexitit -

Mit einem Magnetspiel sollen Pyramiden gebaut werden.
Die Grundfliche und die Seitenflichen sind gleichseitige
Dreiecke. (Solche Pyramiden heifsen auch Tetraeder.)

Die farbigen Stiicke sind Magnete; zwischen zwei
Magneten befindet sich immer eine Kugel.

Ein Magnet ist 27 mm lang, eine Kugel hat einen
Durchmesser von 13 mm.

Gebaut wird zuerst die Spitze aus 4 Kugeln und 6
Magneten, von da aus wird die 1. Etage nach unten
angebaut. Damit der Bau stabiler wird, wird an jede
Kugel, die sich innerhalb einer Kante befindet, ein
Magnet als Querstrebe angesetzt.

a) Untersuche, wie viele Magnete und wie viele Kugeln benotigt werden, um die abgebildete
Pyramide zu bauen.

b) Monika sagt: Die Kantenlinge dieser abgebildeten Pyramide ist 8 cm. Wie kommt sie zu
dieser Antwort?

¢) Berechne mit Monikas Wert das Volumen der Pyramide.

d) Wie viele kleine Dreiecke und wie viele Parallelogramme sind aufien auf der abgebildeten
Pyramide zu finden?

e) Wie viele Magnete werden bendtigt, um dieser Pyramide eine weitere Etage anzubauen?

f) Monika hat in ihrem Magnetspiel 80 Magnete und beliebig viele Kugeln. Welche
Kantenlinge hat die grofste Pyramide, die sie damit bauen kann?

g) Erkennst du ein System fiir die Anzahl der Magnete und der Kugeln in der n-ten Etage?
Notiere auch einen Term, mit dem du die Anzahl der Magnete und die Anzahl der Kugeln
bestimmen kannst.

Erfahrungen:

Zu a) geben wir eine Schiilerlosung, die Ryramidenbous

ein gutes Denk-Protokoll darstellt. Man ; . .

crkennt dic Zahlstrategie, dio in den|@ o EllogE . O R

Teilaufgaben €) bis g) sehr hilfreich sein | ¢ £y 0 el - € HMapnek
kann. 3 g}(‘\j’@ ¢ K‘”jd" . M:::(/mek:
Diese Aufgabe konnten fast alle Schiiler

16sen. FEinige Ergebnisse wurden aber k‘“\f"’ {'\'J“m"“‘ A Bt 6 AD

nicht kommentiert, so dass unklar blieb,
ob eine Strategie vom Probanden
verwendet wurde.

M(andtk m&smw‘* bt o B

Zu b)
Damit folg; V=%-16\/§-\/?8=—\/32-128z60,34.
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Das richtige Ergebnis von ca. 60 cm’ erhielt etwa nur recht wenige in der 9. Gymnasialklasse.
Finige Schiiler kamen zu falschen Losungen, weil sie falsche Formeln verwandten, z.B.

V=%7rr3 oder V=El},— g’h. Manche versuchten die Volumenformel wie oben herzuleiten,

setzten aber die Korperhohe H gleich der Dreieckshéhe h.

Zu c) Schiitze mit Monikas Wert (fiir die Kantenlinge) das Volumen der Pyramide.
Brauchbare Schétzungen:

(1) Ungefahr Wiirfelvolumen: 3 x 3 x 3 cm® oder 4x4x4cm’ oder 5x5x5cm’

(2) V ist kleiner als ein Drittel des Volumens der quadratischen Pyramide mit Grundfldche
(8*8:2) cm” und Hohe 8 cm , d.h. ca. 85 cm?’.

Zu d) Die meisten Probanden erhielten durch ,Hinschauen“ und Zahlen richtige Losungen.
Beispiel-Losungen:

* In der Spitze sind 3 Dreiecke, in der ersten Etage sind es 3 Dreiecke und 3 Parallelogramme.
Also sind es zusammen 6 Dreiecke und 3 Parallelogramme.

* Aufjeder Seite findet man 2 Dreiecke und ein Parallelogramm. Insgesamt gibt es 6
Dreiecke und 3 Parallelogramme.

Zu e) Schiilerlosungen:

* 3 (Kanten) + 3*3 (Grundfliache) + 3*2 (Verstrebungen) = 18 Magnete und 9 Kugeln.
*7+6+5=18 Magnete; oder: * 12+ 3 2 =12+ 6 = 18; oder so:

* 12 Magnete fiir die Grundfliche, 6 fiir die Querstreben

Dieser Aufgabenteil ist abstrakter; es wird nicht mehr gebaut, die Handlung ist ,,vorgestellt*
oder ,,verinnerlicht“. Die gebaute Pyramide ldsst sich aber noch als Z#hlhilfe verwenden. Die
alte Zshlstrategie kann jetzt weiter verwendet werden, falls sie an den einfachen Beispielen
aufgebaut wurde. Die Losung gelang nur etwa jedem zweiten Schiiler.

Zu f): In der 3. Etage gibt es 3 + 3*4 + 3*3 = o

24 Magnete und 12 Kugeln. Insgesamt sind 2 %99’(’: W kﬂgﬁ
es fiir diese grofere Pyramide 60 Magnete _'{ C
und 31 Kugeln. A 5 6
In der 4. Btage: 3 + 3*5 + 3*4 = 30 Magnete 9 6 AL
und 15 Kugeln, insgesamt 90 Magnete und 3 9 18
46 Kugeln. Monika kann die Spitze plus drei Y A2 24
Etagen bauen. Zu einer der untersten Kanten

gehoren 4 Magnete und 4 Kugeln. Die (3csam+ 2 6o
Kantenlénge betrdgt 4 27 mm +4 13 mm =

16 cm.
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6. Offene Situationen — Einstieg in ... oder Anwendungs-Ausstieg?

6.1 Coils
Beantworten ,auRermathematischer” Fragen:
Realitat >mathe. Modell > Mathematik->...
A. Wynands: Tag der Mathematik
ILF - Dudweiler, 28.09.2005
6.2 Reaktionszeit

12



6.3 Punkt - Muster

7 Muster: Symmetrien erkennen - Abzahistrategien - Verallgemeiner - Beweisen

“* Wie zahlst du die Anzahl der Punkte? Schreibe meherere Méglichkeiten auf.

_ * Wie sieht das nachst kleinere / gréRere Muster aus, wie viel Punkte hat es?

' - Skizziere oder denke dir eine Serie ahnlicher Muster. Wie viel Punkte hat die
.. 100te Figur in dieser Serie?

6.4 Form — Masse — Volumen — Dichte — Material

13



6.5 Zwei-hoch-Stibe

2hoch pis Expo

Experimentieren mit 2 - Staben: Verschiebe die Stibe so, dass

* die FuBpunkte gleichen Abstand haben

* die Stabenden auf einer "glatten" Kurve liegen, z.B. auf der blauen Geraden
- setze den roten Stab so, dass er in die Reihe der anderen "passt’

r ]

o z =

mit Euler von Basis”"™™® = 1+ k*winzig zu eund &
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